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Introduccién

El objetivo del Anélisis Diferencial es describir el comportamiento de una
funcién a partir del comportamiento de sus derivadas. El primer ejemplo es
el dado por el teorema

Teorema
Dada f : (a,b) — R derivable tal que f'(z) > 0 para todo = € (a,b).
Entonces f es estrictamente creciente.

En este taller nos proponemos analizar teoremas de este tipo en situaciones
mds generales. La base de estas notas es el libro de Analisis Diferencial ([1]).
1 Teoremas Fundamentales

El teorema que enunciamos anteriormente es un corolario del Teorema del
Valor Medio:

Teorema 1 (Teorema del Valor Medio)
Sea f: (a,b) = R derivable. Entonces dados x,y € (a,b) existe ¢ entre x e
y tal que

fly) = f(@) = f(e)(y —2).
Cuando f es de clase C!' podemos ser més explicitos:

Teorema 2
Sea f : (a,b) — R de clase C'. Entonces dados x,y € (a,b)

1
fy) = flz) = (y — x) /0 (1= t)x + ty)dt.



Actividad 1.1 El teorema 2 tiene otro nombre. ;Cudl?

Una consecuencia de estos teoremas es el Teorema de Taylor de orden N:

Teorema 3 (Teorema de Taylor de orden N)
Sea f: (a,b) - R, N wveces derivable en x. Entonces
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Acompanando a este tenemos

Teorema 4 (Teorema de Taylor de orden N con residuo integral)

Sea f: (a,b) — R de clase CV. Entonces
1 hY N

Claramente el teorema 4 implica el teorema 3.

Recordemos que llamamos polinomio de Taylor de f de orden N centrado
en x a

1
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Estos resultados para funciones reales a valor real se pueden extender a fun-
ciones definidas sobre espacios més generales. Para ello requerimos definir
con cuidado la nocién de derivada.

Comencemos con funciones f : U — R™ con U C R™ abierto.

Definicién 1 (Derivada de Fréchet)
Dada f como dijimos, se dice que es derivable en x si existe T : R™ — R™

lineal tal que
T h) — f() = T(R)

=0.
h—0 ”h”

Algunas observaciones y resultados

e Si f es derivable en x entonces la derivada es tnica y se denota por



e Si f es derivable en x entonces la matriz de D f(z) en las coordenadas
“usuales” de R"™ y R™ es

8f1 afl afl
87551(96) 87552(96) T Txn(x)
8f2 8f2 8f2
87:1(90) 87:2(90) T @(UC)
O fm 0 fm 0 fm
879:1(96) 87:1:2(96) T oz, (v)

e Si f es derivable en x entonces f es continua en x. Esto es consecuencia
de que toda funcidn lineal de R™ en R™ es continua.

Sea E y F espacios vectoriales reales. En lo que sigue denotaremos por
L(E,F) al espacio vectorial de las transformaciones lineales de E en F.

Actividad 1.2 Demostrar que todo elemento de L(R™,R™) es continuo.

Contrastemos esta manera de describir la derivada con la manera “clasica”.
Para ello veamos cémo se define en el libro de Célculo Avanzado de W.
Kaplan ([2]). Lo primero que se hace es definir las derivadas parciales, es
decir, las entradas de lo que va a ser la matriz de la derivada:

Definicion 2
Sea f:U — R con U CR"™ abierto. Si

o St te) — (@)
t—0 t

existe, se llama i-ésima derivada parcial de f en = y se denota por

of
821?@'

()

Después se define la diferencial total. A continuacién una transcripcion:
Dada z = f(x,y) vamos a considerar el efecto de variar simultdneamente x
e y. Fijamos (x,y) en el dominio de f y sea (z 4+ Az, y + Ay) otro punto del
dominio. Entonces la funcién cambia por una cantidad

Az = f(x + Ax,y + Ay) = f(z,y).



Esto define Az como funcién de Az y Ay con la propiedad de que se anula
cuando Az = Ay = 0.
Se dice que la funcién z = f(z,y) tiene diferencial total en (x,y) si en este
punto

Az = alAx + bAy + e1 Az + e2 Ay,

donde a y b no dependen ni de Ax ni de Ay y €1, €2 son funciones de Az,
Ay tales que

lim €1 =0, lim e =0
Ar — 0 Axr —0
Ay —0 Ay —0

La funcién lineal de Az, Ay
alAx + bAy
se llama la diferencial total de f en (x,y) se denota por dz :

dz = aAx + bAy.

Observacién:

La derivada de Fréchet recupera el hecho de que la derivada debe ser la
funcién lineal que mejor aproxima a la funcién cerca de un punto especifico.

A continuacién vamos a re-interpretar el cdlculo vectorial con esta nueva
manera de ver la derivada de aplicaciones f : U — R™ con U abierto en R™.
Comencemos con el Teorema del Valor medio.

Actividad 1.3 Suponga que f es como antes, de clase C' y que el segmento
que une x con y estd contenido en U. Enuncie y demuestre un teorema de
valor medio. ;Cree que es posible obtener un resultado de este tipo para
funciones a valor vectorial? Estudie cudles son los obstdculos para demostrar
el teorema para funciones vectoriales y basado en el andlisis, construya un
contra-ejemplo

Sin embargo es posible tener una versiéon del Teorema del Valor Medio.

Teorema 5 (Teorema del Valor Medio)
Sea f: U — R™ de clase C'. Entonces

Fla+h) — f(z) = (/01 D f(z + th)dt> (h)



Actividad 1.4 Interprete el lado derecho de la igualdad y deduzca el teo-
rema

Supongamos ahora que f es derivable en todo punto de U. Esto define una
funcion
Df:U — LR",R™).
A pesar de que L(R™,R™) no es de manera canénica un RY sf es un espacio
vectorial finito dimensional y con las definiciones que tenemos podemos pen-
sar en derivarla. Si D f es derivable en x su derivada debe ser una aplicacion
lineal
D(Df)(x): R" — L(R",R™),

es decir, para cada h € R", D(Df)(z)(h) € L(R",R™), y después podemos
evaluarla en otro elemento de R", k: y obtenemos (D(Df)(x)(h)) (k) € R™.

Actividad 1.5 Muestre que la aplicacion
D%f(x) :R"xR" — R™
(h,k) = (D(Df)(x)(h)) (k)

es bilineal. Muestre ademds que, cuando m = 1 existe una matriz cuadrada
de orden n, M, tal que

D2f($)(h7 k) = (h17h27 e 7hn)M(klak27 e 7kn)T-

Asi se recupera lo que hacemos para la segunda derivada de una funcién
f: R? = R, sin recurrir a las coordenadas. También podemos expresar el
hecho de que, bajo condiciones adecuadas,

o f 2) = O*f 2
Ox;0z; """ Ox;0x; "

Lema 1 (Lema de Schwarz)
Sea f como antes. Entonces si [ tiene sequnda derivada en x ella es
simétrica, es decir, para todo h,k € R"™

D?f(x)(h, k) = D*f(x)(k, h).

Entonces, si f tiene segunda derivada en z, D? f(z) € £ (R™,R™). Ademas
la expresion

D? f(x)h* = D*f()(h, h)



cobra un nuevo sentido.

De manera recursiva podemos definir las derivadas de orden superior: Si f
tiene derivada de orden N en una vecindad de x € R", es decir si existe
U C R" abierto tal que

DNf.U — LY (R*, R™)

sim
podemos pensar en derivarla en x y su derivada serd una funcién lineal

DDOM)f(z) :R* — LY (R",R™)

sim

Haciendo una re-interpretacién como la que hicimos para la segunda derivada,
obtenemos que

DV f() € LY R, R™)
La afirmacién de que las derivadas de orden superior son simétricas se de-
muestra mediante un argumento de induccion.

Actividad 1.6 ;Cdmo se construye este argumento?

Como DY f(z) € £ (R",R™) definimos
En nuestras manos tenemos manera de definir el polinomio de Taylor de
orden N de f centrado en x :

N

Lo i
TVf(h) =Y 5 D' () (k)

1=0

y de enunciar los Teoremas de Taylor de orden N

Teorema 6 (Teorema de Taylor de orden N)
Sea f: U — R™ N wveces derivable en x. Entonces

 f(e )~ TR
e T B

=0.

Junto con esta también tenemos



Teorema 7 (Teorema de Taylor de orden N con residuo integral)

Sea f:U — R™ de clase CV. Entonces

1
flx+h)—TN7H(h) = (Nl—l)' (/0 DN f(x + th)dt> (h™)

Por supuesto que tenemos que entender qué significa

(/01 DN f(z +th)dt> (RM)

Actividad 1.7 ;Qué significa?

La demostracién de los Teoremas de Taylor cuando m = 1 se obtiene a partir
del Teorema de Taylor para funciones de variable real a valor real, utilizando
la regla de la cadena: se estudia la funcién de variable real a valor real

t — f(z+th)

Actividad 1.8 Analice esta situacion. ;Cdomo pasamos del caso m =1 al
caso general?

El siguiente teorema dice que el polinomio de taylor es el Unico con las
propiedades de aproximacién dadas por el teorema 6.

Teorema 8 (Reciproco del Teorema de Taylor)
Sean A
fi:U— Lin(R™, ™), i=0,1,---,N,

sim

continuas y tales que para todo xg € U

1 N o A
lim ™ (f(:):—i—h) - Zﬂfz(x)(h1)> =0.

h—0 i=0
Tr — X0

Entonces f es de clase CN en U y D'f(x) = fi(z), i =0,1,--- ,N.

Actividad 1.9 ;Qué significa y como se demuestra el resultado cuando
n=m =17 sPuede esto decirnos cémo proceder en el caso general?



2 Espacios vectoriales grandes

En la seccién anterior nos desprendimos de las coordenadas y en consecuen-
cia estamos preparados para trabajar en espacios vectoriales mas grandes.
Comencemos por E := C(]0,1]) el espacio de las funciones continuas a valor
real definidas sobre el intervalo compacto [0,1]. Tomemos f : [0,1] — R
continua y definimos

F: F —- FE
x = F(z)(t) = a(t) — [ fla(s))ds

Ahora queremos derivar esta funcién en z € E. Es decir queremos encontrar
una funcién lineal T : E — E aproxime a F. Lo primero que debemos tener
es una definicién de aprozimar es decir debemos tener una topologia en FE.
Considerando que la topologia en R" estd dada por una norma, comencemos
con esta manera de dotar a un espacio vectorial de una topologia.

Definicion 3
Sea E un espacio vectorial real. Se dice que

||l : E—[0,+00)
es una norma sobre E si satisface:
o lz] =0 =2 =0;
e para todo x € E, para todo A € R, || \z|| = |A|||z];

e dados v,y € E, ||z +y| < ||zl + [yl

Observacién

Una norma definida sobre un espacio vectorial define una distancia en el es-
pacio vectorial y por lo tanto una topologia. Con la notacién de la definicién:
dados z,y € E se define

d(z,y) = [lz =y
En lo que sigue (E, | - ||) denota un espacio normado.

Actividad 2.1

e Muestre que dos normas definidas sobre R™ definen la misma topologia.



o ;Cudl es la dimension de L(R"™,R™)? Defina una norma en este espa-
cio vectorial.

Definicion 4
Un espacio de Banach es un espacio vectorial real, con una norma (E, || -||)
tal que el espacio métrico inducido es completo.

Definimos para f € C([0,1])

flloo = max{[f(#)]; € [0, 1]}
£l = [y [f(®)ldt
Actividad 2.2 Demuestre las siguientes afirmaciones:
o | lloc ¥ll-Il1 son normas.

e la funcion F definida anteriormente es continua con respecto a |- ||oo-

o si {fx}tr converge a f con respecto a |- ||oo entonces {fi}r converge a
f con respecto a || - ||1. Compare los cerrados de C([0,1]) con respecto

allllooyall-

e (C([0,1]),]| - |l1) mo es un espacio de Banach. Para ello considere la
sucesion en C([0,1]), {fx}r, definida como fi,(t) = t*. Muestre que es
una sucesion de Cauchy que no es convergente.

Actividad 2.3 Definimos
1— 00

y para (x;); € co, ||(xi)il| := sup{|xi|;i € N}. Asi definidos (co, || - ||) es un
espacio de Banach. Muestre que

F:={(x);; zi € R, z; =0, salvo para un nimero finito de indices }
es un subespacio denso de cyg. Compare con lo que pasa en R™.

Como hay una dualidad entre subespacios cerrados y transformaciones lin-
eales continuas, no podemos esperar que todas las transformaciones lineales
definidas sobre espacios de Banach no finito dimensionales sean continuas.
Definimos entonces en este contexto L(E1, F2) como el espacio de transfor-
maciones lineales de Fq en Fs continuas.



Actividad 2.4

o Muestre que T : E1 — FEy lineal es continua si y solamente si el
subconjunto de Fo
{Tx; |zl <1}

es acotado. Entonces se define
e para T € L(E1, Es)
1T := sup{[[Tz[|2; [[=[[x <1}

Muestre que si (Ea,| - ||2) es espacio de Banach, (L(E1, Es), | -||) es
espacio de Banach.

e Cuando E1 = R™ y Ey = R, scomo se ve esta norma? Y ;Cdmo
cuando F1 = Ey = R??

En el caso de espacios vectoriales de dimensién finita el concepto del que
se suele partir es el de derivadas parciales y, por extensién, el de derivadas
direccionales. También podemos definir conceptos analogos en el caso gen-
eral.

Definicién 5 (Derivada de Gateaux)
Sea f:U — FEo con U C Eq abierto. Si para cada v € E7 el limite

S ) (@)
t—0 t

se dice que f es Gateaux diferenciable en x.

Observacién

Es claro que si f es Fréchet derivable, entonces f es Gateaux derivable. Por
lo tanto calcular la derivada de Gateaux es un primer paso para calcular la
derivada de Fréchet.

Actividad 2.5 Considere la funcidn homogénea f : R?> — R definida por

Ly 2 2
flz,y) =3 2*+y? vy #0
0  2*+y°=0

Muestre que f es Gateaux derivable en 0 pero no (Fréchet) derivable.
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Calculemos la derivada de Gateau de F' en 0 € C([0,1]), cuando la norma
considerada en C([0,1] y f es de clase C!. Tenemos que

F(0)(r) = 0(r) — /0 " £(0(s))ds = —r £(0)
y dada h € C([0,1])
(F(th) - FO))(r) = th(r) — JJ f(th(s))ds + 7£(0)

= th(r) = [y (f(th(s) — f(0))ds

= th(r) — [ th(s)( i) f'(oth(s))do)ds

Por lo tanto

M(T) = h(t) — /OT h(s) (/01 f’(ath(s))da) ds.

t

Finalmente
F _
i () = F(0)
t—0 t

(7) = hir) - '0) | hs)ds.
0
La derivada de F' se compone de dos funciones lineales:

Id: C([0,1]) —  C(]0o,1])
h > h
S: c(o,1]) —  C([0,1])
h — T [) h(s)ds
y por lo tanto tenemos un buen candidato para la derivada de Fréchet.

Actividad 2.6
Consideramos el espacio de Banach (C([0,1]),] - |lco)-

o Demuestre que S : C([0,1]) — C([0,1]) es lineal y continua.

o Compruebe que

F(th) — F(0)

. [ SO O gl
tim 7 1a(h) - f/(0)S(h),
en (C([0,1]), ]l - lloo) ¥ que la derivada es lo que se propuso.

11



e Sea F: C([0,1]) — C([0,1]) definida por

Halle la derivada de F en fj.
o Sea F': C([0,1]) — C([0,1]) definida por

¢Donde es F derivable?

También tenemos para estos espacios un Teorema del Valor Medio.

Teorema 9 (Desigualdad del Valor Medio) Sea f : U — E3 con U C
E1 de clase Ct. Sean z,y € U tales que el segmento que une x cony entonces

£ () = F@)ll2 < [ly — lly sup{[| D f(1 =)z + ty| ; ¢ € [0, 1]}

Actividad 2.7 Cuando E1 y Es son finito dimensionales esto es consecuen-
cta del teorema 5. Para espacios generales cuando no tenemos coordenadas,
el teorema se demuestra usando que si T € L(E, E2) entonces

|IT|| = sup{|[€o T|[; £ € L(E2,R), [[£]] = 1}.

3 Teoremas de Funcion Inversa e Implicita

Recordemos que el teorema de la funcién implicita es un resultado técnico
que dice que, bajo ciertas hipdstesis, la ecuacién

F(x,y)=0

define implicitamente una de las variables en términos de la otra, es decir se
puede despejar.
El teorema de la funcién inversa dice que, de nuevo bajo hipétesis adecuadas
la ecuacién

F(z)=y

tiene solucién tnica y que la funcién que se produce es de clase C'.
Como ambos teoremas tratan de solucién de ecuaciones no es de extranar
que sean equivalentes. Enunciemos con precision los teoremas:

12



Teorema 10 (Teorema de la Funcién Implicita)

Sea U C R™ x R™ abierto y F : U — R™ de clase C' tal que la aplicacion
lineal 0y F (x0,y0) : R™ — R™ es un isomorfismo.

Entonces existen p,oc € RT y

u: By (x0) = By (yo)
de clase C', tales que u(zo) = yo y
(,y) € By(w0)" x By (yo) N F~ 1 (F(w0,0)) <= y = u(x).
Ademds u es de clase C*.

Actividad 3.1 Muestre que el teorema de la funcidn implicita de clase C*
implica el teorema de clase C" .

Teorema 11 (Teorema de la Funcién Inversa)

Sean f:U — R", U C R" abierto y f de clase C". Supongamos que xg € U
es tal que Df(xg) : R™ — R™ isomorfismo. Entonces existen Vy, Vs abiertos
que contienen respectivamente a xo y f(zo) con f(Vi) =Va y

g: Vo=V
de la misma clase que f tal que

goflz)=ux
para todo x € V1 y

fogly)=y
para todo y € Va.

Proposicion 1
El teorema de la funcion tmplicita implica el teorema de la funcion inversa.

Actividad 3.2 Ya observamos que el teorema de la funcidn inversa requiere
resolver una ecuacion. Use esta afirmacion para demostrar la proposicion

1.

Proposicion 2
El teorema de la funcion inversa implica el teorema de la funcion implicita.
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Aqui lo que se hace es considerar

F(z,y) = (v, f(z,y))

y el teorema de la funcién inversa da un teorema de funcién implicita con
parametros.

Para demostrar los teoremas “basta” con ver que la ecuaciéon que se debe
resolver en cada caso tiene solucién unica y por lo tanto define una funcién
cuya diferenciabilidad es consecuencia del teorema de Taylor.

Actividad 3.3 ;Cdmo se demuestra la afirmacion anterior? FEs decir,
suponga que existen x; € U; C E; con U; abierto en E;, i = 1,2, de manera
que la ecuacion

flx) =y
tiene una unica solucion en Uy para todo y € Us. Disene una estrategia para
demostrar el teorema de la funcion inversa en clase C1 y muestre que el
teorema de clase C" se demuestra por induccion

Hay una herramienta para resolver ecuaciones

Teorema 12 (Teorema de Punto Fijo de Banach) Sea (X,d) un es-
pacio métrico completo y sea f: X — X tal que para todo x,y € X

d(f(y), f(z)) < pd(z,y)

donde p € (0,1). Entonces existe un inico xg € M que satisface

f(zo0) = 0.

Este teorema solamente requiere la completez lo que abre la posibilidad de
tener este teorema para espacios de Banach.

El teorema del punto fijo de Banach permite demostrar el teorema de la
funcién inversa para funciones definidas sobre un espacio de Banach E. Con
este propdsito, observemos que una solucion de

flx)=y
es un punto fijo de la funcién
F(z)=y+z— f(z).
Pensemos que f tiene en xg la derivada mas isomorfismo...

Para no llevar cuentas supongamos ademads que f(zg) = z¢ = 0.
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Actividad 3.4 Con estas piedrecitas, vea que puede construise un argu-
mento que involucre al teorema del punto fijo de Banach.

Otro resultado técnico que se requiere es el siguiente: Sea E un espacio de
Banach. Definimos GI(E) es el conjunto de isomorfismos lineales continuos
de E.

Teorema 13
GI(E) es subconjunto abierto de L(E, E). Aun mds, la aplicacion

GIE) — GI(E)

A - Al
es de clase C*°.

Actividad 3.5 Diga cédmo se demuestra este teorema cuando E = R"™.

4 Teorema de Sard

Definicién 6
Sea f:U — Ey (U C Ey abierto) diferenciable en U.

e z € U se llama punto singular de f si D f(x) : By — Es no es
sobreyectiva. Los puntos que no son singulares se llaman puntos regu-
lares.

e y € FEy se llama valor singular de f si en f~'(y) hay algin punto
singular. Los elementos de Fo que no son valores singulares se llaman
valores regulares

Observaciones

1. Cuando Fy = R los puntos singulares son los puntos criticos de f.

2. Notemos que si y € Eo es un valor regular de f con f~!(y) # 0
entonces el teorema de la funcién implicita describe este conjunto y
este subconjunto de F; se llama subvariedad.

El siguiente teorema dice que en espacios de dimensién finita y bajo condi-
ciones adecuadas “casi” todos los puntos de Fy son regulares. Esto en parte
es consecuencia de que que el conjunto de valores singulares es “muy chico”
en el sentido siguiente:
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Definicién 7 (Medida de Lebesgue nula) Sea X C R™. Se dice que
X tiene medida de Lebesgue nula si para todo € > 0 existe una familia

{Bs; (i) }ier con

o X C|JBs,(x)
el

02(5¢<6

iel

Teorema 14
Sea U C R™ abierto y f : U — R™ de clase C*°. FEntonces el conjunto de
valores singulares de f tiene medida de Lebesgue cero.

Actividad 4.1
Cuando n =m =1 el teorema de Sard dice que si f : R — R es suave (en
este caso basta con que [ sea de clase Cl) entonces

f{zs (=) = 0})

tiene medida cero.

Cuando f : R — R es de clase C' entonces para x € [a,b], |f'(x)| mide
aprozimadamente la longitud de f([a,b]). Usando esto disene una estrategia
para demostrar el teorema en este caso particular.

Teorema 15
Sea U C R™ abierto y f : U — R™ de clase C*. FEntonces el conjunto de
valores regulares de f es interseccion enumerable de abiertos densos.

Nota

En realidad el teorema de Sard no requiere que la funcién sea de clase C*,
requiere que sea de clase C" con r > max{0,n — m}. En particular, cuando
m > n se requiere solamente que f sea de clase C!'. Por ejemplo, esto dice
que la imagen de una curva de clase C! en R? tiene medida cero.

Actividad 4.2 Disene una estrategia para demostrar la afirmacion de la
nota.
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